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三重积分计算的投影法与截面法的分析
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摘　要：本工作通过计算空间非均匀密度几何体的质量，来介绍三重积分的投影法和截面法，有助于学生更
直观的理解和掌握三重积分的计算方法。
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　　在高等数学的教材中，三重积分的计算是重积分问题
中的一个难点，而将三重积分化成三次积分的过程比较复
杂。为了让学生更容易理解和掌握三重积分的计算，本工
作将利用微元分析法计算空间非均匀几何体的质量来介

绍投影法和截面法，从而将三重积分化为三次积分。

１　问题描述

设连续函数ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ ≥０，将它看作空间非均匀几
何体Ω的密度函数，以空间直角坐标系为例，通过计算该
空间几何体的质量来给出三重积分化为三次积分的投影

法和截面法。

２　方法分析

２．１　投影法
投影法，顾名思义，就是要先找到给定几何体的投影。

具体思路如下：假设空间几何体Ω的边界曲面为Ｓ，Ω在

ｘｏｙ面上的投影区域为Ｄ。以区域Ｄ的边界曲线为准线，
作母线平行于ｚ轴的投影柱面，那么投影柱面与边界曲面

Ｓ的交线把Ｓ分成上下两个曲面。其中下曲面Ｓ１ 的方程
为ｚ＝ｚ１ ｘ，（ ）ｙ ，上曲面Ｓ２ 的方程为ｚ＝ｚ２ ｘ，（ ）ｙ ，这里
的 ｘ，（ ）ｙ ∈Ｄ，而区域Ω中ｚ的取值位于曲面Ｓ１ 和Ｓ２ 之
间。于是，空间闭区域Ω可表达为

Ω：
ｚ１ ｘ，（ ）ｙ ≤ｚ≤ｚ２ ｘ，（ ）ｙ ，

ｘ，（ ）ｙ ∈Ｄ｛ 。

现在将Ω分割成小的细长柱体微元，如图１所示，那
么细小柱体微元的线密度为ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄｘｄｙ，故该细小柱
体微元的质量元素为

图１　空间几何体Ω与投影区域Ｄ

Ｆｉｇ．１　Ｓｐａｔｉａｌ　ｇｅｏｍｅｔｒｙΩａｎｄ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｄｏｍａｉｎ　Ｄ

　　ｄｍ＝∫
ｚ２（ｘ，ｙ）

ｚ１（ｘ，ｙ）
ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄｘｄ［ ］ｙ　ｄｚ＝

∫
ｚ２（ｘ，ｙ）

ｚ１（ｘ，ｙ）
ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ ｄ［ ］ｚ　ｄｘｄｙ。
因此，以质量元素ｄｍ 为被积表达式，在投影区域Ｄ
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上进行积分，就得到了空间几何体的质量，即

ｍ＝
Ｄ
∫

ｚ２（ｘ，ｙ）

ｚ１（ｘ，ｙ）
ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ ｄ［ ］ｚ　ｄｘｄｙ。

于是，三重积分就化为先一后二的积分运算，即


Ω

ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄｖ＝
Ｄ
∫

ｚ２（ｘ，ｙ）

ｚ１（ｘ，ｙ）
ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ ｄ［ ］ｚ　ｄｘｄｙ。

最后，根据投影区域Ｄ 的类型，将二重积分化为二次积
分。至此，用投影法完成了三重积分到三次积分的转化。

２．２　截面法
在计算一些实际问题时，有时用投影法去计算三重积

分，计算量会很大，甚至会出现积分困难的情况。此时，若
采用截面法，则会极大的简化计算过程。下面将介绍三重
积分化为三次积分的截面法。

利用微元分析法，将空间几何体Ω分割成以Ｄｚ 为底
（这里区域Ｄｚ 与ｚ的取值有关），ｄｚ为高的柱形薄片微
元，如图２所示。那么，空间闭区域Ω可表达为

Ω：
ａ≤ｚ≤ｂ，

ｘ，（ ）ｙ ∈Ｄｚ｛ 。

所取的柱形薄片微元的面密度为ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄｚ，故薄
片微元的质量元素为

ｄｍ＝
Ｄｚ

ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄ［ ］ｚ　ｄｘｄｙ＝


Ｄｚ

ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄｘｄ［ ］ｙ　ｄｚ。
因此，以质量元素ｄｍ 为被积表达式，在变量ｚ的积

分区间 ａ，［ ］ｂ 上进行积分，最终得到几何体Ω的质量

ｍ＝∫
ｂ

ａ
Ｄｚ

ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄｘｄ［ ］ｙ　ｄｚ。
于是三重积分也就化成了先二后一的积分运算


Ω

ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄｖ＝∫
ｂ

ａ
Ｄｚ

ｆ　ｘ，ｙ，（ ）ｚ　ｄｘｄ［ ］ｙ　ｄｚ。
最后，再根据截面Ｄｚ 的类型，将二重积分化为二次积

分。至此，用截面法完成了三重积分到三次积分的转化。

图２　空间几何体Ω与截面区域Ｄｚ
Ｆｉｇ．２　Ｓｐａｔｉａｌ　ｇｅｏｍｅｔｒｙΩａｎｄ　ｓｅｃｔｉｏｎ　ｄｏｍａｉｎ　Ｄｚ

３　计算应用

下面针对不同的三重积分问题对投影法和截面法的

计算量进行比较分析。

例１　计算
Ω

ｙ２　ｚｄｘｄｙｄｚ，其中Ω由抛物面ｚ＝ｘ２＋

ｙ２ 和平面ｚ＝０，ｚ＝４围成。
分析　如图３所示，此题中的积分区域Ω在ｘＯｙ 面

的投影区域为以原点为圆心、半径为２的圆形区域，很容
易用ρ和θ表示该圆域。再作一条平行于ｚ轴且贯穿区
域Ω 的直线，可以得到ｚ的取值范围。故优先采用投影
法。

解　运用投影法
为了便于计算，现将积分区域Ω写成柱面坐标系下的

范围：Ω＝ ρ，θ，（ ）ｚ　 ０≤ρ≤２，０≤θ≤２π，ρ
２≤ｚ≤｛ ｝４ ，那

么，


Ω

ｙ２　ｚｄｘｄｙｄｚ＝∫
２π

０∫
２

０∫
４

ρ
２ｚρ

２ｓｉｎ２θρｄｚｄρｄθ＝

∫
２π

０
ｓｉｎ２θｄθ∫

２

０
ρ
３ｄρ∫

４

ρ
２ｚｄｚ＝１６π。

为了比较两个方法的计算量大小，再采用截面法进行
计算。用平行于ｘＯｙ坐标面的平面去截区域Ω，所得截面
是方程为ｘ２＋ｙ２＝ｚ的圆形区域，而ｚ的取值范围位于０
和４之间，此时区域Ω可表示为

Ω＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜－ ｚ－ｙ槡 ２≤ｘ≤ ｚ－ｙ槡 ２，－槡ｚ≤ｙ≤
槡ｚ，０≤ｚ≤４｝。
因此，


Ω

ｙ２　ｚｄｘｄｙｄｚ＝∫
４

０
ｚｄｚ∫

槡ｚ

－槡ｚ
ｙ２ｄｙ∫

ｚ－ｙ槡 ２

－ ｚ－ｙ槡 ２ｄｘ＝

２∫
４

０
ｚｄｚ∫

槡ｚ

－槡ｚ
ｙ２　 ｚ－ｙ槡 ２ｄｙ。

显然，截面法的计算量要比投影法的计算量要大。

图３　空间闭区域Ω
Ｆｉｇ．３　Ｓｐａｔｉａｌ　ｃｌｏｓｅｄ　ｄｏｍａｉｎΩ

　　例２　计算
Ω

ｚｄｘｄｙｄｚ，其中Ω是上半椭球体Ω＝

ｘ，ｙ，（ ）ｚ
ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２ ＋

ｚ２
ｃ２≤１

，ｚ≥｛ ｝０ 围成的空间闭区域。
分析：此题中被积函数与ｘ，ｙ无关，用平行于ｘＯｙ坐

标面的平面去截区域Ω，所得截面是一椭圆区域Ｄｚ，如图

４所示。根据二重积分的几何意义，面积易求。故优先采
用截面法。

解：空间闭区域Ω如图４所示，运用截面法。
此时 区 域 Ω 可 表 示 为：０ ≤ ｚ ≤ｃ，Ｄｚ ＝

ｘ，（ ）ｙ
ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２≤１－

ｚ２
ｃ｛ ｝２ 。由于被积函数仅与ｚ有关，

那么在区域Ｄｚ 上进行二重积分计算时比较简单，可根据
其几何意义直接计算Ｄｚ 的截面积。所以，

２３１
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
Ω

ｚｄｘｄｙｄｚ＝∫
ｃ

０
ｚｄｚ

Ｄｚ

ｄｘｄｙ＝∫
ｃ

０
ｚｄｚ·πａ １－ｚ

２

ｃ槡 ２·

ｂ　 １－ｚ
２

ｃ槡 ２ ＝
π
４ａｂｃ

２。

若采用投影法，此时积分区域Ω可表示为

０≤ｚ≤ｃ　 １－ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ槡 ２，－ｂ　 １－ｘ

２

ａ槡 ２ ≤ｙ≤ｂ

１－ｘ
２

ａ槡 ２，－ａ≤ｘ≤ａ，

那么，


Ω

ｚｄｘｄｙｄｚ＝∫
ａ

－ａ
ｄｘ∫

ｂ　 １－ｘ
２

ａ槡 ２

－ｂ　 １－ｘ
２

ａ槡 ２
ｄｙ∫

ｃ　 １－ｘ
２

ａ２
－ｙ
２

ｂ槡 ２

０
ｚｄｚ，

可见，该题用投影法比截面法的计算量要大。

图４　空间闭区域Ω
Ｆｉｇ．４　Ｓｐａｔｉａｌ　ｃｌｏｓｅｄ　ｄｏｍａｉｎΩ

４　结　语

综上所述，如果三重积分中被积函数与ｘ，ｙ无关，用
平行于ｘＯｙ坐标面的平面去截空间闭区域，所得截面面
积比较容易计算，此时可以优先采用截面法。而在其它情
况下，被积函数与ｘ，ｙ，ｚ有关，一般可用投影法计算。若
被积函数中含有项ｘ２＋ｙ２ 或积分区域边界曲面方程中含
有项ｘ２＋ｙ２ 时，一般可用柱面坐标计算。如果空间闭区
域为球体或是球体的一部分，被积函数具有形式ｘ２＋ｙ２＋
ｚ２ 时，通常用球坐标计算三重积分。可以发现，不论采用
投影法还是截面法，要理解了这两种方法的本质，灵活使
用，才能更容易的计算三重积分。
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