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时间测度上具变号系数时滞微分
方程解的渐近性与振动性

朱善良1�闫信州2

（1．青岛科技大学 数理系�山东 青岛266061；2．莱阳农学院 理学院�山东 青岛266109）

摘　要：考虑时间测度上一类时滞微分方程的振动性�建立了这类方程的解振动的充分
条件�同时�讨论了该方程非振动解的渐近性质。
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Oscillation and Asymptotic Behavior of Solutions of Delay
Differential Equations with Oscillatory Coefficients on Time Scales
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Abstract： In this paper�we consider the oscillation of the delay differential equations on
time scales．Some sufficient conditions for the oscillation of the solution are given．And
we also discuss the asymptotic behavior of solutions of the equations．
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　　1988年德国数学家 Hilger S 介绍了测度链
理论 ［1］�这一理论统一了连续和离散的动力方
程。由于其广泛的应用价值�故这一理论一出
现便引起数学工作者的广泛关注。Lakshmikan-
tham 等 ［2］建立了测度链上动力方程的李雅普诺

夫稳定性理论；Bohner 和 Peterson 系统分析了
测度链上动力方程的重要一类：时间测度上的
动力方程 ［3］�对这类方程的解的渐近性与振动
性问题的研究�已有不少好的结果 ［4-6］。但目前
大多数研究都局限于系数是定号的情形�而对
系数是变号的情形�还未见报道。本文考虑时
间测度上具变号系数的一阶线性时滞微分方程

的振动性与渐近性�得到了若干振动性与渐近
性的充分条件。

时间测度上的相关概念和性质参考文献

［3�7］。本文由于只研究振动性�故假设所考虑的
时间测度是无上界的�即 supT＝∞。

考虑时间测度上时滞微分方程

yΔ（t）＋∑mi＝1 p i（t）y（t－τi（t）） ＝0 （1）
这里 t∈ T�pi∶T→R是 rd连续的�i＝1�2�…�
m�τi∶T→ T�t－τi（t）∈ T�i＝1�2�…�m�τ1≥
τ1（t）≥τ2（t）≥…≥τm（t）≥τm＞0�其中 t－τ1�
t－τm ∈ T �且 t－τm（t）是非增的。
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　　条件（H）：若 p1（t）�p2（t）�…�pm（t）满足

（i）存在某个 T0 ∈ T �当 t≥T0时�有 p1（t）≥
0�p1（t）＋p2（t）≥0�…�p1（t）＋p2（t）＋…＋pm（t）≥
0

（ii） 对于任意给定的 T1∈ T �总有某个 T2≥
T1（T2 ∈ T） �使得在 ［ T2�T2＋τ］ ∩ T 上�有
p i（t） ≥0�i ＝1�2�…�m�则称函数组 p1（t）�
p2（t）�…�pm（t）对数τ满足条件（H）。
注：①若 T ＝ N�t－τi（t） ＝ t－τi�τi ∈ N0�

i＝1�2�…�m�对方程（1）�已有结论见文献［8］。
②若 T ＝ ［ t0�∞） 是 R 的一个区间�t－

τi（t）＝ t－τi�i＝1�2�…�m�已有结论见文献［9］。
1　主要引理

引理1　若 p1（t）�p2（t）�…�pm（t）对数τ1满
足条件（ H）�则方程（1）的最终正解（负解） y（t）
必最终不增（不减）�且有

∑mi＝1 p i（t）y（t－τi（t））≥ y（t－τm（t））∑mi＝1 p i（t）
（2）

∑mi＝1 p i（t）y（t－τi（t））≤ y（t－τm（t））∑mi＝1 p i（t）
证明：设当 t≥ T1时�y（t－τ1）＞0。由条件

（H）知�∃T2≥ T1 �使在 ［ T2�T2＋τ1］ ∩ T上�有
p i（t）≥0�i＝1�2�…�m�因而在 ［ T2�T2＋τ1］ ∩
T上�有
yΔ（t） ＝－∑mi＝1 p i（t）y（t －τi（t）） ≤0�故在

［ T2�T2＋τ1］ ∩ T 上�y（t）是不增的。
下证在 ［ T2＋τ1�T2＋τ1＋τm ］ ∩ T 上�y（t）

也是不增的。
∀t ∈ ［ T2＋τ1�T2＋τ1＋τm ］ ∩ T 上�有 t－

τi（t）∈ ［T2�T2＋τ1］ ∩ T�i ＝1�2�…�m�则
yΔ（t） ＝－∑mi＝1 p i（t）y（t－τi（t））≤

－ p1（t）y（t－τ2（t））－ p2（t）y（t－τ2（t））－

∑mi＝3 p i（t）y（t－τi（t））≤…≤－（p1（t）＋ p2（t）＋
…＋pm（t））y（t－τm（t））≤0�则在 ［ T2＋τ1�T2＋

τ1＋τm ］ ∩ T 上�y（t） 是不增。类似地可证�在
［ T2＋τ1＋τm�T2＋τ1＋2τm ］ ∩ T�…�［ T2＋τ1＋
kτm�T2＋τ1＋（k＋1）τm ］ ∩ T �y（t）是不增的�故
对 t≥ T2 �y（t）是非增的。

由上述推导过程可看出式（2）最终成立。对
于 y（t）是最终负解�类似可证。

引理2［4］　若 p（t）μ（t） ＜1�且不等式
yΔ（t）＋ p（t）y（t）≤0成立�其中 p∶T→ R是 rd
连续的�则 y（t）≤
exp∫t

t0
ξμ（s）（－ p（s））Δs y（t0）�t0 ∈ T 。

引理3［4］　若 p∶ T → R 是 rd 连续的�且
p（t）μ（t） ＜1�则

1－∫t

t0
p（s）Δs ≤ exp∫t

t0
ξμ（s）（－ p（s））Δs 。

引理4　若 p1（t）�p2（t）�…�pm（t）对数τ1满
足条件（H）�且存在一个正常数 d�满足：

∑mi＝1∫t

t－τm（t）
p i（s）Δs≥ d＞0�t充分大�若 y（t）

是方程（1）的一个最终正解�则对∀t∈ T �∃t∗ ∈
［t－τm（t）�t］ ∩ T �使得 y（t∗－τm（t∗））y（t∗） 最终有

上界。
证明：由引理1知�对充分大 t�有 yΔ（t） ＋

∑mi＝1 p i（t）y（t－τm（t））≤0� （3）

由假设�令∫t

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs＝ω（t）≥d＞0�

取 g（r） ＝∫t

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs－12ω（t）�

r∈ ［t－τm（t）�t］ ∩ T ；
A1＝ r∈ ［t－τm（t）�t］ ∩ T�g（r） ≤0 ；
A2＝ r∈ ［t－τm（t）�t］ ∩ T�g（r） ≥0 �
由中值定理［3］知�∃t∗ ∈ ［t－τm（t）�t］ ∩ T�

使得

g（t∗）g（σ（t∗））≤0�且
t∗∈A1�σ（t∗）∈A2 （4）
分两种情况讨论：

①若∫σ（t∗）

t∗ ∑mi＝1 p i（s）Δs ＝∑mi＝1 p i（t∗）μ（t∗）≥
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d �则从 t∗→σ（t∗）积分式（3）�从而
y（t∗－τm（t∗））

y（t∗） ≤ 1
∑mi＝1 p i（t∗）μ（t∗）

≤ d4 有上

界。
②若∫σ（t∗）

t∗ ∑mi＝1 p i（s）Δs ＝∑mi＝1 p i（t∗）μ（t∗） ＜
d4 ≤ 14ω（t）�

则有　∫t

t∗∑
m

i＝1
p i（s）Δs ＞ d4 � （5）

∫t∗

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs ＞ d4 � （6）

易证式（5）成立。
下证式（6）成立：
（i） 当μ（t∗）＝0�即σ（t∗）＝ t∗时�由式（4）

知�g（t∗） ＝0�即

∫t∗

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs ＝12ω（t）≥12d＞ d4 �故

式（6）成立。
（ii） 当μ（t∗）≠0时�即σ（t∗）＞ t∗ 时�若式

（6）不成立�则

∫σ（t∗）

t∗ ∑mi＝1 p i（s）Δs ＝∫σ（t∗）

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs－

∫t∗

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs ≥ 12d－14d ＝14d�

与假设矛盾�从而式（6）成立。
从 t －τm（t） → t∗ 积分式（3）�且由 y（t）�

τm（t）的非增性及式（6）知�
y（t－τm（t））≥ y（t∗－τm（t∗））∫t∗

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs≥

d4y（t∗－τm（t∗））。
类似地�

y（t∗）≥ y（t－τm（t））∫t

t∗∑
m

i＝1
p i（s）Δs ≥

d4y（t－τm（t））≥ d216y（t∗－τm（t∗））�

从而 y（t
∗－τm（t∗））
y（t∗） ≤16

d2 �即
y（t∗－τm（t∗））

y（t∗） 也有上界�其中 t∗ 与 t有关。

由情形①、②可知�y（t∗－τm（t∗））y（t∗） 最终有

上界�其中 t∗ ∈ ［t－τm（t）�t］ ∩ T 。
2　主要结果

由引理1易知方程（1）解的渐近性质。
定理1　若 p1（t）�p2（t）�…�pm（t）对数τ1满

足条件（H）�则方程（1）的解或振动�或当 t→ ∞
时�单调趋于某个有限常数。

定理2　若 p1（t）�p2（t）�…�pm（t）对数τ1满
足条件（H）�且∑mi＝1∫∞

t0
p i（t）Δt ＝＋∞�t0 ∈ T �则

方程（1）的一切非振动解当 t→ ∞时均趋于0。
下面讨论方程（1）的解的振动性。
定义集合：

E＝ λ|λ＞0�1－λ∑mi＝1 p i（t）μ（t） ＞0 �
定理3　设 p1（t）�p2（t）�…�pm（t）对数τ1满

足条件（H）�若
lim
t0→∞ sup

t＞t0
sup
λ∈E｛λexp ［∫t

t－τm（t）ξμ（s）（－∑mi＝1λp i（s））×
Δs ］｝＜1� （7）

则方程（1）的一切解振动。
证明：设 y（t）是方程（1）的一个最终正解�由

引理1知�y（t） 最终是不增的�从而 yΔ（t） ＋

∑mi＝1 p i（t）y（t）≤0最终成立。
定义集合：

∧＝ λ|λ＞0�yΔ（t）＋∑mi＝1λp i（t）y（t）≤0 �
显然1∈∧ �且

0≥∫σ（t）

t
yΔ（s）Δs＋∫σ（t）

t
λ∑mi＝1 p i（s）y（s）Δs ＝

y（σ（t））－ y（t）＋λ∑mi＝1 p i（t）y（t）μ（t） ＞－ y（t）＋
λ∑mi＝1 p i（t）y（t）μ（t）�

从而�∀λ∈∧ �有1－λ∑mi＝1 p i（t）μ（t） ＞0�
即λ∈ E�故∧⊂ E。
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由式（7）知�∃T0 （不妨设 T0充分大）�使得
g（t�λ）＝λexp∫t

t－τm（t）ξμ（s） －∑mi＝1λp i（s） Δs ≤
α＜1�t≥ T0 �

对∀λ∈∧�由引理2知�∃T1 ≥ T0 �使当
t≥ T1时�有

y（t）≤exp∫t
t－τm（t）
ξμ（s） －∑mi＝1λp i（s） Δs y（t－

τm（t））�即
y（t－τm（t））
y（t） ≥ λ

g（t�λ） ≥ λα�因此
yΔ（t）＋∑mi＝1 λαp i（t）y（t）≤0�λα∈∧ 。
依次类推∀k∈ N0 �有λ1

α
k－1∈∧ �从而

∃T k∈ T �使得∀t ≥ T k �有 y（t－τm（t））y（t） ≥
λ1
α

k � （8）
由引理3�有1－∫t

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs ≤

exp∫t
t－τm（t）
ξμ（s） －∑mi＝1 p i（s） Δs �

令λ＝1�有
exp ∫t

t－τm（t）
ξμ（s） －∑mi＝1 p i（s） Δs ≤α�

因此�∫t

t－τm（t）∑
m

i＝1
p i（s）Δs ≥1－α＞0 （9）

由式（8）、式（9）及引理4知�
∀t ≥ T k �∃t∗ ∈ ［t－τm（t）�t］ ∩ T �使得
y（t∗－τm（t∗））

y（t∗） ≥λ1
α

k �由于1α＞1�故可取 k
充分大�使得λ1

α
k
无界�这与引理3的结论矛

盾�定理证毕。
注：①若 T ＝ N�t－τi（t） ＝ t－τi�τi ∈ N0�

i＝1�2�…�m�由式（7）知�
lim
n0→∞ sup

n＞n0
sup
λ∈E λ∏n－1j＝n－τm

1－λ∑mi＝1 p ij ＜1�

其中�E＝ λ|λ＞0�1－λ∑mi＝1 p ij ＞0 �与文献
［8］的结论是一致的。

②若 T ＝ R�t－τi（t） ＝ t－τi�i＝1�2�…�
m�由式（7）知�
lim
t0→∞ sup

t＞t0
sup
λ∈E λexp∫t

t－τm
－∑mi＝1λp i（s） ds ＜1�

其中 E＝R＋ �与已知结论一致。
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