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时间标度上一类动力方程解的振动准则
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（青岛科技大学数理学院�青岛266061）

摘　要　考虑时间标度上一阶线性动力方程解的振动性�建立了这类方程的解振动的充分条件�所得结论包含有关成果。
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　　时间标度最初是由 ＳｔｆａｎＨｉｌｇｅｒ［1］提出的�目
的是把连续和离散统一起来进行讨论�并在此基
础上推广到更一般的情形。这一理论近几年得到
了广泛关注。Ｂｏｈｎｅｒ和 Ｐｅｔｅｒｓｏｎ［2］系统分析了时
间标度上的动力方程。本文考虑时间标度上一阶
线性动力方程解的振动性�得到了方程振动的充
分条件�这些结果包括了连续和离散情况下的已
有结果。

1　主要引理

由于只研究振动性�故假设所考虑的时间标度
Ｔ是无上界的�即ｓｕｐＴ＝∞。时间标度上的相关概
念和性质参考文献 ［2�3］。

考虑时间标度上超前型动力方程

ｘΔ（ｔ） －∑ｍ
ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）ｘ（ｔ＋τｉ（ｔ）） ＝0 （1）

对系数ｐｉ（ｔ）和超前量τｉ（ｔ）作如下假设：
条件 （Ｈ）：ｐｉ：Ｔ→Ｒ是ｒｄ连续的�且ｐｉ（ｔ）≥0�

ｉ＝1�2�…�ｍ；τｉ：Ｔ→Ｔ�ｔ＋τｉ（ｔ）∈Ｔ�且ｔ＋τｉ（ｔ）≥
σ（ｔ）≥ｔ�τｉ（ｔ）是一致有界的�即 τｉ（ｔ）≤τ�ｉ＝1�
2�…�ｍ。

引理　设 ｆ：Ｒ→Ｒ是连续可导的�ｇ：Ｔ→Ｒ是

Δ（Ｄｅｌｔａ）可导的�则 ｆ●ｇ：Ｔ→Ｒ�是 Δ可导的�且
（ｆ●ｇ）Δ（ｔ） ＝∫10ｆ′（ｇ（ｔ）＋ｈμ（ｔ）ｇΔ（ｔ））ｄｈｇΔ（ｔ）。
此结论的证明与文献 ［2］的相关定理类似。

2　结果

由条件 （Ｈ）和引理�得到方程 （1）的解振动的
充分条件。

定理　若条件 （Ｈ）成立�且
ｌｉｍ
ｔ→∞ｉｎｆｉｎｆλ＞0∑ｍｉ＝1ｐｉ（ｔ）ｅｘｐ（λτｉ（ｔ）） ＞1 （2）

则方程 （1）的一切解是振动的。
证明：不妨设方程 （1）有一最终正解 ｘ（ｔ）�即

∃Ｔ0∈Ｔ�当ｔ≥Ｔ0时�ｘΔ（ｔ）≥0�ｘ（ｔ）＞0。令
λ0（ｔ）＝ｘ

Δ（ｔ）
ｘ（ｔ）�∀ｔ≥Ｔ0� （3）

取ｆ（ｔ）＝ｌｎｔ∈Ｃ1（Ｒ＋�Ｒ）�ｇ（ｔ）＝ｘ（ｔ）∈Ｃ1ｒｄ（Ｔ�Ｒ＋ ）。
由引理知�（ｆ●ｇ）（ｔ）＝ｌｎ（ｘ（ｔ））是Δ可导的�

且 （ｆ●ｇ）Δ（ｔ） ＝ （ｌｎ（ｘ（ｔ）））Δ ＝ ∫10ｆ′（ｇ（ｔ） ＋
ｈμ（ｔ）ｇΔ（ｔ））ｄｈ　

　
ｇΔ（ｔ）＝∫10 1

ｘ（ｔ）＋ｈμ（ｔ）ｘΔ（ｔ）ｄｈ
ｘΔ（ｔ）≥

ｘΔ（ｔ）
ｘ（ｔ） （4）

从ｔ到ｔ＋τｉ（ｔ）积分 （3）式得
∫ｔ＋τｉ（ｔ）ｔ

ｘΔ（ｓ）
ｘ（ｓ）Δｓ＝∫ｔ＋τｉ（ｔ）ｔ

λ0（ｓ）Δｓ�



由（4）式得∫ｔ＋τｉ（ｔ）ｔ
（ｌｎ（ｘ（ｓ）））ΔΔｓ≥∫ｔ＋τｉ（ｔ）ｔ

λ0（ｓ）Δｓ�　

即
ｘ（ｔ＋τｉ（ｔ））
ｘ（ｔ） ≥ｅｘｐ∫ｔ＋τｉ（ｔ）ｔ

λ0（ｓ）Δｓ （5）
由方程 （1）�λ0（ｔ）的定义及 （5）式得

λ0（ｔ）≥∑ｍ
ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）ｅｘｐ∫ｔ＋τｉ（ｔ）ｔ

λ0（ｓ）Δｓ （6）
定义集合Ω＝｛λ∈Ｃｒｄ（ ［Ｔ0�＋∞ ）�Ｒ）�λ（ｔ）≥

0�ｔ≥ Ｔ0｝�在 Ω 定 义 映 射 Ｓ： （Ｓλ）（ｔ） ＝

∑ｍ
ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）ｅｘｐ∫ｔ＋τｉ（ｔ）ｔ

λ（ｓ）Δｓ�ｔ≥Ｔ0�易知下列结论成立：
（ⅰ ）（Ｓλ） （ｔ）∈Ｃｒｄ�（Ｓλ） （ｔ）≥0�ｔ≥Ｔ0�即

ＳΩ⊂Ω；
（ⅱ ）∀λ1（ｔ）≥λ2（ｔ）≥0�ｔ≥Ｔ0�有 （Ｓλ1）（ｔ）≥

（Ｓλ2）（ｔ）�∀ｔ≥Ｔ0�
利用ⅰ（ ）�（ⅱ）�（6）式变为：λ0（ｔ）≥ （Ｓλ0）（ｔ） （7）

由条件 （2）知�∃ｃ＞1�使
ｉｎｆ
λ＞0
1
λ∑

ｍ

ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）ｅｘｐ（λτｉ（ｔ）） ≥ｃ （8）

特别地�利用条件 （Ｈ）�当λ＝1时�对∀ｔ≥Ｔ0�有
ｃ≤∑ｍ

ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）ｅｘｐ（τｉ（ｔ））≤∑ｍ

ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）ｅτ�

令ｂ＝ｃ
ｅτ
＞0（ｂ为常数 ）�则∀ｔ≥Ｔ0�有

∑ｍ
ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）≥ｂ （9）

由 （7）式、（9）式可知�λ0（ｔ）≥ｂ�∀ｔ≥Ｔ0 （10）
利用 （7）式、（8）式、（10）式�有
λ0（ｔ）≥ （Ｓλ0）（ｔ）≥Ｓ（ｂ） ＝∑ｍ

ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）ｅｘｐ（ｂτｉ（ｔ））≥

ｂｃ�∀ｔ≥Ｔ0�
以此类推�对∀ｔ≥Ｔ0�有 λ0（ｔ）≥Ｓ（ｂｃ）≥ｂｃ2�…�
λ0（ｔ）≥ｂｃｋ�∀ｋ∈Ｎ�当ｋ→∞时�有λ0（ｔ）→∞�这
与λ0（ｔ）的定义矛盾�从而方程 （1）无最终正解�类
似地�可证方程 （1）也无最终负解�故方程 （1）的一
切解是振动的。

推论 若条件 （Ｈ）成立�且ｌｉｍ
ｔ→∞ｉｎｆ∑ｍ

ｉ＝1
ｐｉ（ｔ）τｉ（ｔ） ＞

1
ｅ
�则方程 （1）的一切解是振动的。
注 （ⅰ ）当Ｔ＝Ｒ时�令ｐｉ（ｔ）＝ｑｉ（ｔ）�则本文定

理的 条 件 是 文 献 ［4］ 中 定 理 3的 条 件：
ｌｉｍ
ｔ→∞ｉｎｆｉｎｆλ＞0∑ｍｉ＝1ｑｉ（ｔ）ｅｘｐ（λτｉ（ｔ）） ＞1（文献 ［4］中
取ｐｉ（ｔ）＝0�σｉ（ｔ）＝—τｉ（ｔ））；

（ⅱ ）当Ｔ＝Ｒ时�推论就是文献 ［5］的定理7。
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