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时间尺度上高阶带强迫项中立型

动力方程正解的存在性

朱善良

（青岛科技大学 数理学院，山东 青岛２６６０６１）

摘　要：借助时间尺度上的有关理论和Ｂａｎａｃｈ压缩映射原理，研究一类较为广泛的时间
尺度上高阶带强迫项中立型动力方程正解的存在性。建立该类方程正解存在的几个新的
充分条件，并给出一个例子验证所得结果。
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　　时间尺度上的微积分理论由德国数学家

Ｈｉｇｅｒ［１］创立。关于时间尺度上的基本理论见专
著［２］和综述文献［３］。由于其广泛的应用性，近
年来，时间尺度上动力方程振动性和非振动性的
研究十分活跃，如文献［４－１５］。但以上文献主要研
究一阶、二阶动力方程振动性和非振动性，而对于
高阶带强迫项非线性中立型动力方程正解的存在

性，还未见到任何公开结果。为此，本文进行讨论。

１　预备知识

研究下列一类形式非常广泛的时间尺度上高

阶带强迫项中立型动力方程

［ｘ（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ））］Δ
ｍ

＋
ｆ（ｔ，ｘ（ｒ（ｔ）））＝ｑ（ｔ）， （１）

这里ｓｕｐＴ ＝ ∞，ｔ∈ ［Ｔ，∞）Ｔ，ｍ ∈ Ｎ，ｐ，ｑ∈
Ｃｒｄ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｒ），τ，ｒ∈Ｃ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｔ），且
ｌｉｍ
ｔ→ ∞
τ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｔ→ ∞
ｒ（ｔ）＝＋∞。并且假设条件（Ｈ）成

立：

ｆ∈Ｃ（Ｔ×Ｒ，Ｒ），ｘｆ（ｔ，ｘ）≥０，（ｘ≠０），ｆ
关于ｘ是单调非减的，且满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件：存在
常数α＞０使得对于任意的ｔ≥ｔ０，０≤ｘ，ｙ≤α，
总有

｜ｆ（ｔ，ｘ）－ｆ（ｔ，ｙ）｜≤Ｌ（ｔ）｜ｘ－ｙ｜，
其中Ｌ（ｔ）∈Ｃｒｄ（Ｔ，Ｔ）。
针对中立项系数的不同范围，得出方程（１）

存在非振动解的充分条件。考虑下面５种情况：

（ｉ）存在常数ｐ∈ （１２
，１），使得｜ｐ（ｔ）｜≤
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１－ｐ，ｔ≥ｔ０；
（ｉｉ）存在常数ｐ∈（－１，０），使得ｐ≤ｐ（ｔ）≤

０，ｔ≥ｔ０；

（ｉｉｉ）存在常数ｐ１，ｐ２ ∈ （－ ∞，－１），使得

ｐ１ ≤ｐ（ｔ）≤ｐ２，ｔ≥ｔ０；
（ｉｖ）存在常数ｐ∈ （０，１），使得０＜ｐ（ｔ）≤

ｐ，ｔ≥ｔ０；

（ｖ）存在常数ｐ１，ｐ２∈（１，＋∞），使得ｐ１≤

ｐ（ｔ）≤ｐ２，ｔ≥ｔ０。

２　 主要结果

为了证明的需要，给出下述符号和引理。

令ＢＣ是定义在［ｔ０，＋∞）上的具备上确界模

‖ｘ‖＝ｓｕｐ
ｔ≥ｔ０
｜ｘ（ｔ）｜的所有有界函数ｘ（ｔ），ｔ≥ｔ０

的Ｂａｎａｃｈ空间。假设ｋ∈Ｎ，ｓ，ｔ∈Ｔｋ定义函数序

列ｇｋ（ｓ，ｔ），ｋ＝１，２，…，如下：

ｇ０（ｓ，ｔ）≡１，　ｇｋ＋１（ｓ，ｔ）＝∫
ｓ

ｔ
ｇｋ（σ（ｕ），ｔ）Δｕ。

引理１［６］　 假设ｓ是固定的，令ｇΔｋ（ｓ，ｔ）是函

数ｇｋ（ｓ，ｔ）关于变量ｔ的导数，则

ｇΔｋ（ｓ，ｔ）＝－ｇｋ－１（ｓ，ｔ），　ｋ∈Ｎ，ｔ∈Ｔｋ。

定理１　 若条件（Ｈ）和（ｉ）成立，且

∫
∞

ｔ０
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）Ｌ（ｓ）Δｓ＜ ∞ （２）

和

∫
∞

ｔ０
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）｜ｑ（ｓ）｜Δｓ＜ ∞ （３）

成立，则方程（１）存在一最终正解。

证明　对某一常数ｄ≠０，选择ｄ１＞０，ｃ１＞
０，使得０＜ｄ１ ＜ （２ｐ－１）｜ｄ｜和ｄ１＋（１－

ｐ）｜ｄ｜＜ｃ１ ＜ｐ｜ｄ｜，令ｃ＝ ｍｉｎ｛ｃ１－ｄ１－

（１－ｐ）｜ｄ｜，ｐ｜ｄ｜－ｃ１，ｐ２α
｝。由条件（Ｈ），式（２）

和（３）可知，存在ｔ≥ｔ０ 充分大，使得ｔ≥ｔ１ 时，

τ（ｔ）、ｒ（ｔ）≥ｔ０，且有

∫
∞

ｔ０
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）［αＬ（ｓ）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤ｃ

（４）

成立。构造集合

Ω＝｛ｘ∈ＢＣ：ｄ１≤ｘ（ｔ）≤｜ｄ｜，　ｔ≥ｔ０｝，
（５）

则Ω是空间ＢＣ 的一个有界闭凸子集。定义Γ：

Ω→ＢＣ如下：

　（Γｘ）（ｔ）＝

ｃ１－ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ））＋

　　（－１）ｍ－１∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

　　ｑ（ｓ）］Δｓ，　ｔ≥ｔ１，
（Γｘ）（ｔ１），　ｔ０≤ｔ≤ｔ１

烅

烄

烆 。
对于任意的ｘ∈Ω，ｔ≥ｔ０，由条件（Ｈ），式（４）

和（５）得，
（Γｘ）（ｔ）≥ｃ１－ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ））－

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－ｑ（ｓ）］Δｓ≥

ｃ１－｜ｐ（ｔ）｜ｘ（τ（ｔ））－

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）［αＬ（ｓ）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≥

ｃ１－（１－ｐ）｜ｄ｜－
［ｃ１－ｄ１－（１－ｐ）｜ｄ｜］＝ｄ１，
且有

（Γｘ）（ｔ）≤ｃ１＋｜ｐ（ｔ）｜ｘ（τ（ｔ））＋

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－ｑ（ｓ）］Δｓ≤

ｃ１＋（１－ｐ）｜ｄ｜＋

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）［αＬ（ｓ）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤

ｃ１＋（１－ｐ）｜ｄ｜＋ｐ｜ｄ｜－ｃ１ ＝｜ｄ｜。
所以当ｔ≥ｔ０ 时，ｄ１ ≤ （Γｘ）（ｔ）≤ｐ｜ｄ｜，即

ΓΩ Ω。
下面证明Γ是Ω 上的压缩映射。
事实上，对于任意的ｘ，ｙ∈Ω，ｔ≥ｔ１，由条件

（Ｈ），式（４）和（５）得，

‖Γｘ－Γｙ‖ ≤｜ｐ（ｔ）｜｜ｘ（τ（ｔ））－ｙ（τ（ｔ））｜＋

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）｜ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－ｆ（ｓ，ｙ（ｒ（ｓ）））｜Δｓ≤

（１－ｐ）‖ｘ－ｙ‖＋∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）Ｌ（ｓ）‖ｘ－ｙ‖Δｓ≤

（１－ｐ＋ｐ２
）‖ｘ－ｙ‖ ＝ （１－ｐ２

）‖ｘ－ｙ‖。

因为０＜１－ｐ２ ＜１
，所以Γ是压缩映射。所以存

在一个不动点ｘ∈Ω使得Γｘ＝ｘ。由引理１，容易
证明ｘ（ｔ）是方程（１）的一个最终正解。定理证毕。
定理２　 假设条件（Ｈ）、（ｉｉ）和式（２）、（３）成

立，则方程（１）存在一最终正解。

证明　令ｃ＝ｍｉｎ｛１＋ｐ３
，α（１＋ｐ）

２
｝。由条件

（Ｈ），式（２）和（３）可知，存在ｔ≥ｔ０ 充分大，使得

ｔ≥ｔ１ 时，τ（ｔ）、ｒ（ｔ）≥ｔ０，且有

∫
∞

ｔ１
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）［αＬ（ｓ）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤ｃ

５３５
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成立。构造空间ＢＣ的一个有界闭凸子集Ω：

　Ω＝｛ｘ∈ＢＣ：２３
（１＋ｐ）≤ｘ（ｔ）≤４３

，ｔ≥ｔ０｝。

定义Γ：Ω→ＢＣ如下：

　（Γｘ）（ｔ）＝

１＋ｐ－ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ））＋

　　（－１）ｍ－１∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

　　ｑ（ｓ）］Δｓ，　ｔ≥ｔ１，
（Γｘ）（ｔ１），　ｔ０≤ｔ≤ｔ１

烅

烄

烆 。

余下的证明类似于定理１，因此省略。定理证毕。

定理３　 假设条件（Ｈ）、（ｉｉｉ）和式（２）、（３）成

立，且τ具有反函数τ－１∈Ｃ（Ｔ，Ｔ），则方程（１）存
在一最终正解。

证明 　 选择常数Ｍ１＞０，Ｍ２＞０，β＞０，使

得－ｐ１Ｍ１ ＜β（－ｐ２－１）Ｍ２，

令ｃ＝ ｍｉｎ｛β＋ｐ１Ｍ１ｐ１ ｐ２，（－１－ｐ２）Ｍ２ －β，

－１＋ｐ２２ α｝，由条件（Ｈ），式（２）和（３）可知，存在

ｔ１ ≥ｔ０ 充分大，使得ｔ≥ｔ１ 时，τ－１（ｒ（ｔ））≥ｔ０，且
有

∫
∞

τ－１（ｔ）
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）［αＬ（ｓ）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤ｃ

成立。构造集合

Ω＝ ｛ｘ∈ＢＣ：Ｍ１≤ｘ（ｔ）≤Ｍ２，　ｔ≥ｔ０｝，

　 则Ω是空间ＢＣ的一个有界闭凸子集。定义Γ：

Ω→ＢＣ如下：

　（Γｘ）（ｔ）＝

－ β
ｐ（τ－１　ｒ（ｔ））

－ｘ
（τ－１（ｔ））
ｐ（τ－１（ｔ））

＋
（－１）ｍ－１

ｐ（τ－１（ｔ））

　　∫
∞

τ－１（ｔ）
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

　　ｑ（ｓ）］Δｓ，ｔ≥ｔ１
（Γｘ）（ｔ１），ｔ０ ≤ｔ≤ｔ１

烅

烄

烆 。

余下的证明类似于定理１，因此省略。定理证毕。

定理４　 假设条件（Ｈ）、（ｉｖ）和式（２）、（３）成
立，则方程（１）存在一最终正解。

证明　令ｃ＝ｍｉｎ｛１－ｐ，α
（１－ｐ）
２

｝。由条件

（Ｈ），式（２）和（３）可知，存在ｔ１≥ｔ０充分大，使得

ｔ≥ｔ１ 时，τ（ｔ）、ｒ（ｔ）≥ｔ０，且有

∫
∞

ｔ１
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）［αＬ（ｓ）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤ｃ

成立。构造空间ＢＣ的一个有界闭凸子集Ω：

　Ω＝ ｛ｘ∈ＢＣ：１－ｐ≤ｘ（ｔ）≤３，ｔ≥ｔ０｝。

定义Γ：Ω→ＢＣ如下：

　（Γｘ）（ｔ）＝

２＋ｐ－ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ））＋

　　（－１）ｍ－１∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

　　ｑ（ｓ）］Δｓ，　ｔ≥ｔ１，
（Γｘ）（ｔ１），　ｔ０≤ｔ≤ｔ１

烅

烄

烆 。
剩余的证明类似于定理１，因此省略。定理证毕。
定理５　 假设条件（Ｈ）、（ｖ）和式（２）、（３）成

立，且τ具有反函数τ－１∈Ｃ（Ｔ，Ｔ），则方程（１）存
在一最终正解。
证明 　 选择常数β＞０，使得１＜β＜ｐ１，令

ｃ＝ｍｉｎ｛β－１，
ｐ１－β
２

，α（β－１）
２

｝。由条件（Ｈ），式

（２）和（３）可知，存在ｔ１ ≥ｔ０ 充分大，使得ｔ≥ｔ０
时，τ－１（ｒ（ｔ））≥ｔ０，且有

　　∫
∞

τ－１（ｔ）
ｇｍ－１（σ（ｓ），０）［αＬ（ｓ）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤ｃ

成立。构造集合

Ω＝ ｛ｘ∈ＢＣ：ｐ１－β２ｐ２ ≤ｘ（ｔ）≤ｐ１＋β２ｐ１
，　

ｔ≥ｔ０｝，
则Ω是空间ＢＣ 的一个有界闭凸子集。定义Γ：

Ω→ＢＣ如下：

　（Γｘ）（ｔ）＝

β
ｐ（τ－１（ｔ））

－ｘ
（τ－１（ｔ））
ｐ（τ－１（ｔ））

＋
（－１）ｍ－１

ｐ（τ－１（ｔ））
·

　　∫
∞

τ－１（ｔ）
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

　　ｑ（ｓ）］Δｓ，　　ｔ≥ｔ１，
（Γｘ）（ｔ１），　　ｔ０ ≤ｔ≤ｔ１

烅

烄

烆 。
剩余的证明类似于定理１，因此省略。定理证毕。
注 　 当Ｔ＝Ｒ或Ｔ ＝Ｎ时，定理１～ 定理

５能得到相应的微分方程及差分方程正解存在的
相应结果［７－９］。

３　 例子

考虑时间尺度Ｔ＝｛ｑｎ：ｎ∈Ｎ０，ｑ＞１｝上四
阶带强迫项中立型动力方程

ｘ（ｔ）－１
槡ｑ
ｘ（ｔ
ｑ（ ））

Δ４

＋

（１－槡ｑ）（ｑ＋１）２（ｑ２＋１）（ｑ２＋ｑ＋１）
ｑ１０ｔ２（ｔ＋ｑ３）３

ｘ３（ｔ
ｑ３
）＝

２（１　－槡ｑ）（ｑ＋１）２（ｑ２＋１）（ｑ２＋ｑ＋１）
ｑ１０ｔ５

， （６）

这里 ｍ ＝ ４，ｐ（ｔ）＝－ １
槡ｑ
，τ（ｔ）＝ ｔ

ｑ
，ｑ（ｔ）＝

２（１　－槡ｑ）（ｑ＋１）２（ｑ２＋１）（ｑ２＋ｑ＋１）
ｑ１０ｔ５

，ｆ（ｔ，ｘ（ｒ（ｔ）））＝

６３５
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（１－槡ｑ）（ｑ＋１）２（ｑ２＋１）（ｑ２＋ｑ＋１）
ｑ１０ｔ２（ｔ＋ｑ３）３

ｘ３（ｔ
ｑ３
）。由

ｇｋ（ｓ，ｔ）定义，易证方程（６）满足定理２的所有条
件。因此方程（６）有一个最终正解。事实上，

ｘ（ｔ）＝１＋１ｔ
是方程（６）的一个正解。然而，保证

方程（６）存在正解的结果还没有公开发表。
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