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时间尺度上一类高阶中立型动力方程
非振动解的存在性
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摘　要：借助时间尺度上的有关理论和不动点定理，研究一类较为广泛的时间尺度上高
阶带强迫项非线性中立型动力方程，建立该类方程非振动解存在的充要条件。所得结果
推广和改进了已有的结论，并通过一个例子阐述主要结果。
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　　时间尺度微积分理论，最初由Ｓｔｅｆａｎ　Ｈｉｌｇ－
ｅｒ［１］于１９８８年在他的博士论文中提出，其目的
是为了统一离散与连续这两种分析情形，为同
时处理连续系统和离散系统提供了基本方法，
以便更好地理解微分方程与差分方程之间的联

系与区别。时间尺度上动力系统的性质有极其
重要的理论意义和广泛的应用前景［２－３］。目前，

时间尺度上的微积分理论的基础已建立［２］，关
于时间尺度动力方程振动性研究成果较多［３－９］。

本文研究一类形式非常广泛的时间尺度上高阶

带强迫项中立型动力方程，给出了非振动解存
在的充要条件。

１　 预备知识

时间尺度上高阶带强迫项中立型动力方程

［ｘ（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ））］Δ
ｍ

＋Ｆ（ｔ，ｘ（ｒ（ｔ）））＝
ｑ（ｔ）， （１）

这 里 ｓｕｐＴ ＝ ∞，ｔ ∈ ［ｔ０，∞）Ｔ，ｍ ∈ Ｎ，

ｐ∈Ｃ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｒ］，τ，ｒ∈ Ｃ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｔ），且

ｌｉｍ
ｔ→∞
τ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｔ→∞
ｒ（ｔ）＝＋∞。假设条件（Ｈ０）成立：

Ｆ∈Ｃ（Ｔ×Ｒ，Ｒ），ｘＦ（ｔ，ｘ）≥０（ｘ≠０），Ｆ关于

ｘ是单调非减的。
针对中立项系数的不同范围，得出方程（１）

存在非振动解的充要条件。考虑５种情况。
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（Ｈ１）存在常数ｐ∈ （１２
，１），使得｜ｐ（ｔ）｜≤

１－ｐ，ｔ≥ｔ０；（Ｈ２）存在常数ｐ∈ （－１，０），使得

ｐ≤ｐ（ｔ）≤０，ｔ≥ｔ０；（Ｈ３）存在常数ｐ∈（０，１），使
得０＜ｐ（ｔ）≤ｐ，ｔ≥ｔ０；（Ｈ４）存在常数ｐ１，ｐ２ ∈
（－∞，－１），使得ｐ１≤ｐ（ｔ）≤ｐ２，ｔ≥ｔ０；（Ｈ５）存
在常数ｐ１，ｐ２ ∈ （１，＋∞），使得ｐ１ ≤ｐ（ｔ）≤ｐ２，

ｔ≥ｔ０。
为了证明主要结果，给出下述定义和主要引

理。
令ＢＣｒｄ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｒ）是定义在［ｔ０，∞）Ｔ 上

的具备上确界模 ‖ｘ‖ ＝ｓｕｐｔ≥ｔ０｜ｘ（ｔ）｜的所有
有界函数ｘ（ｔ），ｔ≥ｔ０ 的 Ｂａｎａｃｈ空间。假设ｋ∈
Ｎ，ｓ，ｔ∈Ｔ，定义函数序列ｈｋ（ｓ，ｔ），ｇｋ（ｓ，ｔ），ｋ＝
０，１，２，… 如下：

ｈｋ（ｔ，ｓ）＝
１，　　　　　　　ｋ＝０，

∫
ｔ

ｓ
ｈｋ－１（τ，ｓ）Δτ，　 ｋ≥１烅

烄

烆
。

ｇｋ（ｔ，ｓ）＝
１，　　　　　　　 ｋ＝０，

∫
ｔ

ｓ
ｇｋ－１（σ（τ），ｓ）Δτ，　ｋ≥１烅

烄

烆
。

设ｇΔｔｋ （ｔ，ｓ）表示对固定ｓ，ｇｋ（ｔ，ｓ）对ｔ的导数，则
由文献［２］中定理１．６０和定理１．１１２知

ｈｋ（ｔ，ｓ）＝ （－１）ｋｇｋ（ｔ，ｓ），　

ｇΔｔｋ （ｔ，ｓ）＝
０，　　　　　　ｋ＝０，

ｇｋ－１（σ（ｔ），ｓ），　ｋ≥１｛ 。
引理１［４］　假设ｔ∈［ｔ０，＋∞）Ｔ，ｎ∈Ｎ，ｚ（ｔ）

有界，ｚΔ
ｎ（ｔ）＞ ０。则 当 １ ≤ｉ ≤ ｎ 时，有

（－１）ｎ－ｉｚΔ
ｉ（ｔ）＞０。

引理２［４］　 设ｎ∈Ｎ，ｓ∈Ｔ，ｈ∈Ｃｒｄ（Ｔ，［０，

∞））。则当∫
∞

ｓ
ｇｎ（σ（θ），ｓ）ｈ（θ）Δθ ＜ ∞ 时，有

∫
∞

ｔ
ｇｊ（σ（θ），ｔ）ｈ（θ）Δθ＜∞，ｔ∈Ｔ和０≤ｊ≤ｎ。

引理３［４－５］　（Ｋｒａｎｏｓｅｌｓｋｉｉ’ｓ不动点定理）设

Ｘ是Ｂａｎａｃｈ空间，Ω是Ｘ 的一个有界闭凸子集，
且存在２个映射Ｕ，Ｓ：Ω→Ｘ，使得

（ｉ）对 ｘ，ｙ∈Ω，Ｕｘ＋Ｓｙ∈Ω；（ｉｉ）Ｕ 是一
个压缩映射；（ｉｉｉ）Ｓ是全连续映射。则在Ω中，Ｕ＋
Ｓ有一个不动点。
引理４［４］　设ｓ，ｔ∈Ｔ，ｇ∈Ｃｒｄ（Ｔ×Ｔ，Ｒ）。则

∫
ｔ

ｓ
［∫
ｔ

η
ｇ（η，ξ）Δξ］Δη＝∫

ｔ

ｓ
［∫
σ（ξ）

ｓ
ｇ（η，ξ）Δη］Δξ。

２　 主要结果与证明

定理１　 若条件（Ｈ０）成立，ｐ（ｔ）满足（Ｈ１）、

（Ｈ２）、（Ｈ３）中的任一条件，且有

∫
∞

ｔ０
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ０）｜ｑ（ｓ）｜Δｓ＜ ∞， （２）

则方程（１）存在有界非振动解ｘ（ｔ）且ｌｉｍ　ｉｎｆｔ→∞
｜ｘ（ｔ）｜＞０的充要条件是存在Ｋ ≠０，

使得∫
∞

ｔ０
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ０）Ｆ（ｓ，｜Ｋ｜）Δｓ＜ ∞。 （３）

证明 　 设方程（１）有一个有界非振动解ｘ（ｔ），满
足ｌｉｍ　ｉｎｆｔ→∞｜ｘ（ｔ）｜＞０。假设存在Ｋ＞０和ｔ１≥
ｔ０，当ｔ≥ｔ１ 时，有ｘ（ｔ）＞ Ｋ，ｘ（τ（ｔ））＞ Ｋ，

ｘ（ｒ（ｔ））＞Ｋ。

令Ｑ（ｔ）＝ （－１）ｍ∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）ｑ（ｓ）Δｓ，ｙ（ｔ）＝

ｘ（ｔ）＋ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ）），ｚ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Ｑ（ｔ）。
则Ｑ（ｔ）有界，且ＱΔ

ｍ（ｔ）＝ｑ（ｔ），从而ｙ（ｔ）和ｚ（ｔ）
有界。由方程（１）可知，当ｔ≥ｔ１，有

ｚΔ
ｍ（ｔ）＝－Ｆ（ｔ，ｘ（ｒ（ｔ）））≤－Ｆ（ｔ，Ｋ）＜０。
因此，由上式和引理１得（－１）ｍ－ｊ＋１ｚΔ

ｊ（ｔ）＞０，１
≤ｊ≤ｍ。从而对ｔ≥ｔ１，有

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）Ｆ（ｓ，Ｋ）Δｓ≤

－∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）ｚΔ

ｍ（ｓ）Δｓ＝

－ｌｉｍｓ→∞（－１）ｍ－（ｍ－１）＋１ｚΔ
ｍ－１（ｓ）ｇｍ－１（ｓ，ｔ）＋

（－１）２∫
∞

ｔ
ｇｍ－２（σ（ｓ），ｔ）ｚΔ

ｍ－１（ｓ）Δｓ≤

（－１）２∫
∞

ｔ
ｇｍ－２（σ（ｓ），ｔ）ｚΔ

ｍ－１（ｓ）Δｓ，

依此类推，可得

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）Ｆ（ｓ，Ｋ）Δｓ≤

（－１）ｍ∫
∞

ｔ
ｚΔ（ｓ）Δｓ≤ （－１）ｍｚ（ｓ）｜∞ｔ ＜ ∞，

由引理２知，式（３）成立。
充分性。这里仅证明ｐ（ｔ）满足条件（Ｈ１），其

他２种情形类似可证。对某一常数ｄ≠０，选择
ｄ１ ＞０，ｃ１＞０，使得０＜ｄ１＜（２ｐ－１）｜ｄ｜和ｄ１
＋（１－ｐ）｜ｄ｜＜ｃ１ ＜ｐ｜ｄ｜，令ｃ＝ ｍｉｎ｛ｃ１－
ｄ１－（１－ｐ）｜ｄ｜，ｐ｜ｄ｜－ｃ１｝。由式（２）和（３）可
知，存在ｔ１ ≥ｔ０ 充分大，使得当ｔ≥ｔ１ 时，τ（ｔ），

ｒ（ｔ）≥ｔ０，且有

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ１）［Ｆ（ｓ，｜ｄ｜）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤ｃ。

（４）
构造集合 Ω ＝ ｛ｘ ∈ ＢＣｒｄ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｒ）：ｄ１ ≤
ｘ（ｔ）≤｜ｄ｜，ｔ≥ｔ０｝，易证Ω 是空间ＢＣｒｄ（［ｔ０，

∞）Ｔ，Ｒ）的一个有界闭凸子集。定义Ｔ１ 和Ｔ２：Ω

８２４
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→ＢＣｒｄ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｒ如下。

（Ｔ１ｘ）（ｔ）＝
－ｐ（ｔ）ｘ（τ（ｔ）），ｔ≥ｔ１，
（Ｔ１ｘ）（ｔ１），ｔ０ ≤ｔ≤ｔ１｛ ，

（Ｔ２ｘ）（ｔ）＝

ｃ１＋（－１）ｍ－１∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

　　ｑ（ｓ）］Δｓ，ｔ≥ｔ１，
（Ｔ２ｘ）（ｔ１），ｔ０ ≤ｔ≤ｔ１

烅

烄

烆 ，

以下证明Ｔ１ 和Ｔ２ 满足引理３的条件。
对 ｘ，ｙ∈Ω，ｔ≥ｔ０ 有
（Ｔ１ｘ）（ｔ）＋（Ｔ２ｙ）（ｔ）≥

ｃ１－｜ｐ（ｔ）｜ｘ（τ（ｔ））－

∫
∞

ｔ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）［｜Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））｜＋

｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≥ｃ１－（１－ｐ）｜ｄ｜－

∫
∞

ｔ１
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ１）［Ｆ（ｓ，｜ｄ｜）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≥

ｃ１－（１－ｐ）｜ｄ｜－［ｃ１－ｄ１－
（１－ｐ）｜ｄ｜］＝ｄ１，

（Ｔ１ｘ）（ｔ）＋（Ｔ２ｙ）（ｔ）≤ｃ１＋（１－ｐ）｜ｄ｜＋

∫
∞

ｔ１
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ１）［Ｆ（ｓ，｜ｄ｜）］＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤

ｃ１＋（１－ｐ）｜ｄ｜＋ｐ｜ｄ｜－ｃ１ ＝｜ｄ｜，
因此，ｘ，ｙ∈Ω，有Ｔ１ｘ＋Ｔ２ｙ∈Ω。
下面证明Ｔ１ 是压缩映射。事实上，对于 ｘ，

ｙ∈Ω，ｔ≥ｔ１，有

｜（Ｔ１ｘ）（ｔ）－（Ｔ２ｙ）（ｔ）｜≤
｜ｐ（ｔ）‖ｘ（τ（ｔ））－ｙ（τ（ｔ））｜≤
（１－ｐ）‖ｘ－ｙ‖。
最后证明Ｔ２ 是全连续映射。
（ⅰ）由（１）的证明知Ｔ２ΩΩ。
（ⅱ）证明Ｔ２是连续的。令ｘｎ∈Ω，且当ｎ→

∞ 时，有 ‖ｘｎ－ｘ‖ →０，则ｘ∈Ω且 ｔ∈［ｔ０，

∞）Ｔ。｜ｘｎ（ｔ）－ｘ（ｔ）｜→０。对ｔ≥ｔ１，有

｜（Ｔ２ｘｎ）（ｔ）－（Ｔ２ｘ）（ｔ）｜≤∫
∞

ｔ１
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ１）·

｜Ｆ（ｓ，ｘｎ（ｒ（ｓ）））－Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））｜Δｓ，
因为

ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ１）｜Ｆ（ｓ，ｘｎ（ｒ（ｓ）））－
Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））｜≤ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ１）［｜Ｆ（ｓ，ｘｎ（ｒ（ｓ）））｜＋
｜Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））｜］≤２ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ１）Ｆ（ｓ，｜ｄ｜），
且当ｎ→∞，｜Ｆ（ｓ，ｘｎ（ｒ（ｓ）））－Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））｜→０。
由勒贝格控制收敛定理知，ｌｉｍｎ→∞‖Ｔ２ｘｎ －

Ｔ２ｘ‖ ＝０，即Ｔ２ 是连续的。
（ⅲ）证明Ｔ２Ω是一致柯西的。事实上，ε＞

０，取ｔ２ ＞ｔ１，使得

∫
∞

ｔ２
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ２）［Ｆ（ｓ，｜ｄ｜）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤

ε，
则 ｘ∈Ω，ｔ，ｕ∈ ［ｔ２，∞）Ｔ 有

｜（Ｔ２ｘ）（ｔ）－（Ｔ２ｘ）（ｕ）｜≤｜∫
∞

ｔ
｜ｇｍ－１（σ（ｓ），

ｔ）［｜Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））｜＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ｜＋

｜∫
∞

ｕ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｕ）［｜Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））｜＋

｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ｜≤

２∫
∞

ｔ２
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ２）［Ｆ（ｓ，｜ｄ｜）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤２ε，

这说明Ｔ２Ω是一致柯西的。
（ⅳ）以下证明对 ｔ２ ∈ ［ｔ２，∞）Ｔ，Ｔ２Ω 在

［ｔ０，ｔ２］Ｔ 上是等度连续的。不妨设ｔ２ ≥ｔ１，对

ε＞０，取δ＝ε／∫
∞

ｔ０
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ０）［Ｆ（ｓ，｜ｄ｜）＋

｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ。对 ｘ∈Ω，当ｔ，ｕ∈ ［ｔ０，ｔ２］Ｔ，且

｜ｔ－ｕ｜＜δ时，由引理２和引理４，有

｜（Ｔ２ｘ）（ｔ）－（Ｔ２ｘ）（ｕ）｜＝

｜∫
∞

ｔ
｜ｇｍ－１（σ（ｓ），ｔ）（Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－ｑ（ｓ））Δｓ－

∫
∞

ｕ
ｇｍ－１（σ（ｓ），ｕ）（Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－ｑ（ｓ））Δｓ｜＝

｜∫
∞

ｔ
［∫
ｔ

σ（ｓ）
ｈｍ－２（θ，σ（ｓ））（Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

ｑ（ｓ））Δθ］Δｓ－∫
∞

ｕ
［∫
ｕ

σ（ｓ）
ｈｍ－２（θ，σ（ｓ））（Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

ｑ（ｓ））Δθ］Δｓ｜＝

｜∫
ｕ

ｔ
［∫
∞

θ
ｇｍ－２（σ（ｓ），θ）（Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

ｑ（ｓ））Δｓ］Δθ｜≤｜∫
ｕ

ｔ
［∫

∞

ｔ０
ｇｍ－２（σ（ｓ），ｔ０）（Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））

－ｑ（ｓ））Δｓ］Δθ｜＝

｜ｔ－ｒ｜∫
∞

ｔ０
ｇｍ－２（σ（ｓ），ｔ０）｜（Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－

ｑ（ｓ））｜Δｓ｜≤δ∫
∞

ｔ０
ｇｍ－２（σ（ｓ），ｔ０）（Ｆ（ｓ，｜ｄ｜）＋

｜ｑ（ｓ）｜）Δｓ＜ε。
从而对ｔ２∈［ｔ２，∞）Ｔ，Ｔ２Ω在［ｔ０，ｔ２］Ｔ上是等度
连续的，故Ｔ２Ω是全连续映射。由引理３知，存在

ｘ∈Ω，使得（Ｔ１＋Ｔ２）ｘ＝ｘ，易知ｘ（ｔ）是方程（１）
的满足ｌｉｍ　ｉｎｆｔ→∞｜ｘ（ｔ）｜＞０的有界解。证毕。
定理２　 若条件（Ｈ０）和（２）成立，ｐ（ｔ）满足

（Ｈ４）和（Ｈ５）中的任一条件，且τ具有反函数

τ－１ ∈Ｃ（Ｔ，Ｔ），则方程（１）存在有界非振动解

ｘ（ｔ）且ｌｉｍ　ｉｎｆｔ→∞｜ｘ（ｔ）｜＞０的充要条件是（３）

９２４
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成立。
证明　必要性的证明类似定理１，这里省略。

充分性。仅证明ｐ（ｔ）满足条件（Ｈ４），满足（Ｈ５）时
类似可证。取常数０＜ａ＜ｂ，β＞０，使得－ａｐ１＜
β＜－ｂ（ｐ２＋１）。令

ｃ＝ｍｉｎ
（β＋ａｐ１）ｐ２

ｐ１
，－ｂ（ｐ２＋１）－｛ ｝β ，

由式（２）和式（３），取ｔ１ ＞ｔ０ 充分大，使得对ｔ≥
ｔ１，

∫
∞

τ－１（ｔ）
ｇｍ－１（σ（ｓ），τ－１（ｔ））·

［Ｆ（ｓ，ｂ）＋｜ｑ（ｓ）｜］Δｓ≤ｃ
和τ－１（ｔ）、ｒ（τ－１（ｔ））≥ｔ０。

定义ＢＣｒｄ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｒ）上的有界闭凸子集

Ω＝｛ｘ∈ＢＣｒｄ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｒ｝：ａ≤ｘ（ｔ）≤ｂ，

ｔ≥ｔ０｝，
定义算子Ｔ１ 和Ｔ２：Ω→ＢＣｒｄ（［ｔ０，∞）Ｔ，Ｒ）如下

（Ｔ１ｘ）（ｔ）＝

－ β
ｐ（τ－１（ｔ））

－ｘ
（τ－１（ｔ））
ｐ（τ－１（ｔ））

，　　ｔ≥ｔ１，

（Ｔ１ｘ）（ｔ１），　　　　　　　　ｔ０ ≤ｔ≤ｔ１
烅
烄

烆 ，
（Ｔ２ｘ）（ｔ）＝

（－１）ｍ－１

ｐ（τ－１（ｔ））∫
∞

τ－１（ｔ）
ｇｍ－１（σ（ｓ），τ－１（ｔ））

［Ｆ（ｓ，ｘ（ｒ（ｓ）））－ｑ（ｓ）］Δｓ，　ｔ≥ｔ１，
（Ｔ２ｘ）（ｔ１），　　　　　 　　ｔ０ ≤ｔ≤ｔ１

烅

烄

烆 。
类似定理１充分性的证明，可证Ｔ１ 和Ｔ２ 满足引
理３的条件，故结论成立。证毕。
注１　当Ｔ＝Ｒ或Ｔ＝Ｎ时，因为本研究不

要求函数研究满足李普希兹条件，所以定理１和
定理２推广和改进了相应的微分方程及差分方程
非振动解存在的相应结果［１０－１３］。
注２　 定理１和定理２推广和改进了文献

［５－７］中的有关结论。

３　 实例

设时间尺度Ｔ ＝ ｛ｑｎ：ｎ∈ Ｎ｝∪ ｛０｝，其中

ｑ＞１，考虑四阶带强迫项中立型动力方程

ｘ（ｔ）－１
槡ｑ
ｘ（ｔ
ｑ（ ））

Δ４

＋

（１－槡ｑ）（ｑ＋１）２（ｑ２＋１）（ｑ２＋ｑ＋１）
ｑ１０ｔ３（ｔ＋ｑ２）３

ｘ２（ｔ
ｑ３
）＝

２（１　－槡ｑ）（ｑ＋１）２（ｑ２＋１）（ｑ２＋ｑ＋１）
ｑ１０ｔ５

， （５）

这里ｍ＝４，ｐ（ｔ）＝－１
槡ｑ
，τ（ｔ）＝ｔｑ

，

ｑ（ｔ）＝２
（１　－槡ｑ）（ｑ＋１）２（ｑ２＋１）（ｑ２＋ｑ＋１）

ｑ１０ｔ５
，

ｆ（ｔ，ｘ（ｒ（ｔ）））＝
（１　－槡ｑ）（ｑ＋１）２（ｑ２＋１）（ｑ２＋ｑ＋１）

ｑ１０ｔ３（ｔ＋ｑ２）３
ｘ２（ｔ
ｑ３
）。

由ｇｋ（ｓ，ｔ）定义，易证方程（５）满足定理１的所有
条件。因此方程（５）有一个最终非振动解。事实

上，ｘ（ｔ）＝１＋１ｔ
是方程（５）的一个非振动解。
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